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Mở đầu
Một phương trình vi phân (DE) là một phương trình chứa các

hàm chưa biết và đạo hàm của chúng. Nếu phương trình chỉ chứa
một hàm chưa biết và các đạo hàm tương ứng chỉ phụ thuộc vào một
biến độc lập, nó được gọi là phương trình vi phân thường (ODE).
Một phương trình vi phân được gọi là tuyến tính nếu sự ràng buộc
giữa hàm số và các đạo hàm là tuyến tính; ngược lại, nó được gọi là
một phương trình vi phân phi tuyến. Có nhiều phương trình vi phân
thường trong vật lý là tuyến tính, do đó chúng có nhiều cách giải.
Một ý tưởng để giải phương trình phi tuyến đó là biến đổi chúng về
dạng tuyến tính, tuy nhiên, về mặt tổng quát có rất ít trường hợp
thoả phương pháp này. Do đó nghiên cứu phương trình vi phân phi
tuyến một cách độc lập là cần thiết, và cũng nhiều thử thách. Luận
án này nghiên cứu nghiệm liouville tổng quát của phương trình vi
phân đại số cấp một (AODEs); đây là một lớp phương trình quan
trọng của lí thuyết phương trình vi phân đại số phi tuyến.

Một phương trình vi phân đại số (AODE) cấp một là phương
trình vi phân có dạng F py, y1q “ 0, trong đó F là một đa thức bất
khả quy hai biến với hệ số thuộc vào Kpxq, với K là trường đóng
đại số có đặc số 0. Giải phương trình vi phân là vấn đề xác định
một hàm khả vi y “ ypxq sao cho F pypxq, y1pxqq “ 0. Nếu ypxq

thuộc vào Kpxq (mở rộng đại số của Kpxq), thì ypxq được gọi là
một nghiệm hữu tỷ (nghiệm đại số). ypxq được gọi là một nghiệm
liouville nếu nó thuộc vào một mở rộng liouville của Kpxq. Nếu một
nghiệm chứa một hằng số bất kì nó được gọi là nghiệm tổng quát.
Ví dụ, ypxq “ exppx2 ` cq là một nghiệm liouville tổng quát của
phương trình đại số cấp một y1 ´ 2xy “ 0.

Phương trình vi phân đại số cấp một đã được nghiên cứu phổ
biến và có nhiều giải thuật cho các lớp phương trình đặc biệt. Một
trong những nghiên cứu sớm nhất cho các phương trình này là công
trình của Fuchs [16] (1884). Trong [20] (1926), Ince đã trình bày
một bức tranh tổng quát về phương trình vi phân thường. Trong
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hai công bố [30, 31] (1970s), Matsuda phân loại các trường hàm vi
phân (sai khác đẳng cấu) không có các điểm kì dị di chuyển được.
Trong bài báo [29] (1913), Malmquist đã nghiên cứu các lớp phương
trình vi phân cấp một có nghiệm phân hình siêu việt, và Eremenko
xem xét lại vấn đề này trong [10] (1982). Áp dụng lý thuyết của
Matsuda, Eremenko, [11] (1998), đưa ra kết quả lý thuyết về sự
chặn bậc của nghiệm hữu tỷ, điều này có một vai trò lớn trong việc
tìm dạng biểu diễn cụ thể của loại nghiệm này.

Có thể xem Liouville (khoảng năm 1830) là một trong những
người đầu tiên xem xét dạng phương trình đơn giản nhất y1 “ α,

với α P k, ở đây k là một trường vi phân đặc số 0. Nếu phương
trình này có một nghiệm thuộc vào trường vi phân mở rộng sơ cấp
E có cùng trường hằng K của k, thì tồn tại c1, c2, . . . , cn P K và các
phần tử u1, u2, . . . , un P Kk và v P k sao cho

α “

n
ÿ

i“1
ci

u1
i

ui
` v1.

Trong bài báo [44] (1968), Rosenlicht chỉ ra rằng định lí Liouville
có thể trình bày hoàn toàn bằng công cụ đại số. Về thuật toán cho
các phương trình này, Risch được xem là người tiên phong. Trong
các công bố [41,42] (1960s), Risch mô tả phương pháp để xác định
tích phân sơ cấp của

ş

u với u là một hàm sơ cấp. Mở rộng phương
pháp của Risch, trong các bài báo [51,52] (1970s), Singer nghiên cứu
nghiệm sơ cấp của phương trình vi phân đại số cấp một. Một áp dụng
cụ thể là điều kiện cần và đủ để phương trình y1 “ Rpyq P Cpyq có
một nghiệm sơ cấp. Trong [56] (2017), Srinivasan tổng quát kết quả
của Singer cho trường hợp tìm nghiệm liouville. Trong [25] (1986),
Kovacic trình bày một phương pháp đầy đủ và hiệu quả để tìm
ngiệm liouville của phương trình vi phân tuyến tính cấp 2. Thuật
toán tìm nghiệm hữu tỷ tổng quát của phương trình Riccati trong
phương pháp của Kovacic được áp dụng trong các bài báo của Chen
và Ma [7] (2005) và Võ cùng các cộng sự [57] (2018) để giải quyết
bài toán xác định nghiệm hữu tỷ tổng quát của phương trình vi
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phân đại số cấp một tham số hoá được. Trong [19] (1996), Hubert
nghiên cứu nghiệm tổng quát dạng ẩn bằng cách tính toán trên cơ
sở Gröbner. Trong bài báo [40] (1983), Prelle và Singer nghiên cứu
tích phân sơ cấp toàn phần Ipx, yq của hệ phương trình có dạng

dx

dz
“ P px, yq; dy

dz
“ Qpx, yq, với P px, yq, Qpx, yq P Crx, ys

từ đó dẫn đến một nghiệm tổng quát Ipx, yq “ c của phương trình

y1 “
Qpx, yq

P px, yq
. Trong bài báo [55] (1992), Singer xem xét lại vấn

đề này với câu hỏi tìm tích phân liouville toàn phần Ipx, yq. Gần
đây, trong công bố [9] (2021), Duarte và Da Mota đã trình bày một
phương pháp tính toán hợp lý cho tích phân liouville toàn phần.

Thuật toán trong hai công bố của Feng và Gao [14,15] (2000s)
được xem là điểm xuất phát của phương pháp hình học đại số để
giải phương trình vi phân đại số cấp một. Thuật toán này xác định
liệu một phương trình vi phân cấp một autonom, F py, y1q “ 0, có
một nghiệm hữu tỷ tổng quát và tìm được trong trường hợp khả thi.
Điểm mấu chốt của ý tưởng là một nghiệm hữu tỷ tương ứng với
một phép tham số hữu tỷ, từ đó, chúng ta tìm lại một phép tham số
hữu tỷ khác sao cho thành phần thứ hai là vi phân của thành phần
đầu tiên. Sự tồn tại của phép tham số riêng được khẳng định bởi
Sendra và Winkler [49] (2001). Kết quả này kéo theo sự xác định
của nghiệm hữu tỷ tổng quát.

Một số trường hợp tổng quát hơn được phát triển dựa trên ý
tưởng bài báo của Feng và Gao [14, 15] . Chúng tôi trình bày một
vài công trình tiêu biểu kế thừa ý tưởng này. Trong [7], Chen và Ma
đưa việc xác định nghiệm hữu tỷ tổng quát của lớp phương trình
vi phân đại số cấp một tham số hoá được về việc giải phương trình
Riccati thông qua phép tham số hữu tỷ, khi đó, phương pháp trong
bài báo [25] có thể áp dụng. Tuy nhiên, bài báo này chưa đầy đủ
vì chưa chắc chắn dạng hữu tỷ của phép tham số. Nghiên cứu trên
cùng lớp phương trình này, trong hai công bố [33, 34] (2010s), Ngô
và Winkler đã trình bày một phương pháp tìm nghiệm hữu tỷ tổng
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quát dựa trên phép tham số hữu tỷ của mặt cong đại số. Bằng việc
xác định một phép tham số tối ưu của đường cong đại số trên trường
hữu tỷ, Võ và cộng sự [57] đã bổ sung đầy đủ cho bài báo [7] và đạt
được một thuật toán đầy đủ để tìm nghiệm hữu tỷ tổng quát của
phương trình vi phân đại số cấp một. Một bản tổng kết và tóm lược
một số hướng nghiên cứu khác của phương pháp hình học đại số có
thể tìm ở công bố của Sebastian và cộng sự [12] (2023).

Trong luận án này, chúng tôi kế thừa và mở rộng các ý tưởng
của Feng và Gao [14, 15], Srinivasan [56], và Võ cùng cộng sự [57]
cho vấn đề tìm nghiệm liouville tổng quát của phương trình vi phân
đại số cấp một. Luận án đạt được các kết quả sau.

• Định nghĩa nghiệm liouville hữu tỷ (Định nghĩa 2.2.3) và đưa
ra Thuật toán RatLiouSol trong Mục 2.4 để tìm nghiệm liou-
ville hữu tỷ của phương trình vi phân đại số cấp một autonom.

• Chứng tỏ rằng nghiệm liouville (bao gồm cả nghiệm đại số)
của phương trình vi phân đại số cấp một autonom giống không
là nghiệm liouville hữu tỷ (Bổ đề 3.2.2), và đề xuất Thuật
toán LiouSolAut trong Mục 3.3 để tìm và phân loại nghiệm
liouville cho hai trường hợp nghiệm: đại số và siêu việt.

• Đề xuất Thuật toán LiouSol trong Mục 4.1.2 để tìm nghiệm
liouville của phương trình vi phân đại số cấp một giống không
(bao gồm cả trường hợp autonom và không autonom).

• Định nghĩa phép biến đổi luỹ thừa (Định nghĩa 4.2.1) và đưa
ra Thuật toán RedPol trong Mục 4.2.2 để tìm dạng rút gọn của
phương trình vi phân đại số cấp một. Từ đó đưa ra một phương
pháp tìm nghiệm liouville của phương trình vi phân đại số có
giống dương nhưng dạng rút gọn có giống bằng không.

• Đưa vấn đề tìm nghiệm của phương trình vi phân cấp một
với hệ số thuộc vào một mở rộng liouville về giải một phương
trình vi phân dạng (4.1) bằng phép đổi biến trong Mục 4.4.
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Luận án này tổng kết quá trình làm việc của chúng tôi trong
ba năm qua và trình bày sơ lược về các vấn đề chúng tôi tiếp tục
quan tâm. Cấu trúc của luận án được trình bày như sau.

Chương 1 trình bày các kiến thức cơ bản của đại số vi phân
và hình học đại số và các công cụ chính dùng trong luận án.

Trong Chương 2, chúng tôi định nghĩa nghiệm liouville hữu
tỷ của phương trình vi phân đại số cấp một autonom. Sử dụng tính
chất của phép tham số hữu tỷ, chúng tôi đưa ra điều kiện cần và đủ
để một phương trình vi phân đại số cấp một autonom có nghiệm
liouville hữu tỷ. Từ kết quả lí thuyết, chúng tôi trình bày một thuật
toán xác định nghiệm liouville hữu tỷ của phương trình vi phân đại
số cấp một autonom.

Trong Chương 3, dùng lý thuyết trường hàm một biến, chúng
tôi chỉ ra được một nghiệm liouville (nếu tồn tại) của phương trình vi
phân đại số cấp một autonom giống không chính là nghiệm liouville
hữu tỷ. Hơn nữa, nghiệm liouville này có thể mô tả thông qua ràng
buộc đại số bởi kết thức Sylvester. Các kết quả này dẫn đến một
thuật toán xác định sự tồn tại nghiệm của phương trình vi phân đại
số cấp một autonom giống không.

Trong Chương 4, chúng tôi nghiên cứu nghiệm liouville của
phuong trình vi phân cấp một giống không thông qua phương trình
vi phân liên hợp ứng với một phép tham số hữu tỷ. Dùng lý thuyết
trường hàm đại số, chúng tôi chỉ ra rằng sự tương ứng này bảo
toàn tính chất có nghiệm liouville. Kết quả này bao gồm trường
hợp phương trình autonom trong Chương 3. Thêm nữa, chúng tôi
đưa ra một thuật toán xác định dạng rút gọn của một phương trình
vi phân bởi phép biến đổi luỹ thừa. Điều này đưa đến một phương
pháp tìm nghiệm liouville của phương trình vi phân đại số cấp một
giống lớn hơn không nhưng dạng rút gọn có giống không. Cuối cùng,
bởi phép đổi biến, chúng tôi nghiên cứu phương trình vi phân đại
số cấp một với hệ số thuộc vào một mở rộng liouville của Cpxq.
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Chương 1

Kiến thức cơ sở

Kiến thức cơ sở của đại số vi phân và hình học đại số cần
thiết cho luận án này có thể tìm trong các tài liệu tiêu chuẩn tương
ứng như [4,24,43] và [8, 27,50,59].

1.1 Đại số vi phân

Định nghĩa 1.1.1. Cho k là một trường có đặc số 0. Một đạo hàm
của trường k, kí hiệu bởi 1, là một toán tử trên k thỏa:

1. pa ` bq1 “ a1 ` b1

2. pabq1 “ a1b ` ab1

với mọi a, b P k. Một trường k được trang bị một 1 được gọi là một
trường vi phân. Một phần tử a P k được gọi là hằng số nếu a1 “ 0.

Định nghĩa 1.1.2. Một trường mở rộng E của k được gọi là trường
mở rộng vi phân của k nếu và chỉ nếu đạo hàm của E hạn chế trên
k đồng nhất với đạo hàm của k.
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1.2 Đường cong đại số

Định nghĩa 1.2.1. Cho K là một trường đóng đại số có đặc số
0. Một tập hợp con C Ă A2pKq được gọi là một đường cong đại số
(đường cong, viết gọn) nếu tồn tại một đa thức bất khả quy khác
hằng số F P KrX, Y s sao cho C “ VpF q. Khi đó F được gọi là đa
thức xác định của C. Đôi khi ta cũng có thể gọi F px, yq “ 0 là một
đường cong đại số.

1.3 Trường hàm đại số một biến

Định nghĩa 1.3.1. Cho K là một trường đóng đại số có đặc số 0.
Một trường L Ą K được gọi là trường hàm đại số một biến trên K

nếu các điều kiện sau thỏa: L chứa một phần tử x siêu việt trên K,
và L hữu hạn sinh đại số trên Kpxq.

1.4 Hàm hữu tỷ trên đường cong đại số

Nội dung chi tiết của mục này có thể xem ở [26, Chapter 4].

1.5 Chuẩn bị

Định nghĩa 1.5.1. Cho F py, y1q “ 0 là một phương trình vi phân
cấp một trên K. Đường cong F py, wq “ 0 với F py, wq P Kry, ws

được gọi là đường cong đại số tương ứng của F py, y1q “ 0.
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1.5.1 Trường hàm đại số liên kết

Định nghĩa 1.5.2. Nếu L là trường hàm đại số một biến trên K,
tồn tại η, ξ P L sao cho L “ Kpη, ξq với η là phần tử siêu việt trên K

và ξ đại số trên Kpηq. Trường hàm L “ Kpη, ξq được gọi là trường
hàm liên kết của đường cong đại số C xác định bởi đa thức bất khả
quy F nếu F pη, ξq “ 0. Đường cong đại số C được gọi là một đại
diện affine của trường hàm đại số L.

Bổ đề 1.5.3. [37, Lemma 2.7] Nếu η là một nghiệm siêu việt trên
K của phương trình vi phân F py, y1q “ 0, thì Kpη, η1q là một trường
hàm liên kết của đường cong đại số tương ứng C xác định bởi
F py, wq. Hơn nữa, nếu C có giống không thì trường hàm liên kết
Kpη, η1q có dạng Kptq.

1.5.2 Phép tham số hữu tỷ

Định nghĩa 1.5.5. Một phép tham số hữu tỷ của một đường cong
đại số C xác định bởi F py, wq là một cặp hàm số hữu tỷ Pptq “

prptq, sptqq P Kptq2 sao cho hai tính chất sau đúng.

1. Với hầu hết t0 thì Ppt0q “ prpt0q, spt0qq P C.

2. Với hầu hết px0, y0q P C tồn tại t0 P K sao cho Ppt0q “

px0, y0q.

Một đường cong đại số được gọi là hữu tỷ hoặc là một đường
cong hữu tỷ nếu nó có một phép tham số hữu tỷ Pptq. Hơn nữa, nếu
t0 là duy nhất thì phép tham số hữu tỷ Pptq này được gọi là một
phép tham số riêng.
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Chương 2

Nghiệm liouville hữu tỷ
của phương trình vi
phân đại số cấp một
autonom

Chương này xét phương trình vi phân đại số cấp một autonom

F py, y1q “ 0. (2.1)

2.1 Giải phương trình vi phân đại số cấp
một bằng phép tham số

Định lí 2.1.4. [14, Theorem 5] Cho y “ rpxq, w “ spxq là một phép
tham số riêng của F py, wq “ 0 với rpxq, spxq P Q̄pxq. Phương trình
F “ 0 có một nghiệm hữu tỷ tổng quát nếu và chỉ nếu một trong
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các biểu thức sau xảy ra

ar1pxq “ spxq hoặc apx ´ bq2r1pxq “ spxq (2.4)

với a, b P Q̄ và a ‰ 0. Nếu một trong các biểu thức trên đúng, thay
x bởi apx ` cq (hoặc b ´

1
apx ` cq

) vào y “ rpxq, chúng ta thu được

một nghiệm hữu tỷ tổng quát của F “ 0, với c là hằng số bất kì.

2.2 Nghiệm liouville hữu tỷ

Định nghĩa 2.2.2. [35, Definition 2.7] Cho E là mở rộng liouville
của C và t P EzC. t được gọi là phần tử liouville hữu tỷ trên C nếu
t1 P Cptq.

Định nghĩa 2.2.3. [35, Definition 2.8] Cho F py, y1q “ 0 là phương
trình vi phân đại số cấp một autonom. Một nghiệm y “ rptq của
F py, y1q “ 0 được gọi là nghiệm liouville hữu tỷ trên C nếu nó có
dạng

rptq “
antn ` an´1tn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1t ` a0

bmtm ` bm´1tm´1 ` ¨ ¨ ¨ ` b1t ` b0
,

với m, n P N, ai, bj P C, và t là phần tử liouville hữu tỷ trên C.

2.3 Kết quả chính

Bổ đề 2.3.1. [35, Lemma 3.1] Nếu phương trình vi phân đại số cấp
một autonom F py, y1q “ 0 có nghiệm liouville hữu tỷ khác hằng số
thì F py, wq “ 0 là đường cong hữu tỷ.

Bổ đề 2.3.4. [35, Lemma 3.2] Giả sử F py, wq “ 0 có pr1ptq, s1ptqq

là một phép tham số riêng hữu tỷ. Nếu F py, y1q “ 0 có một nghiệm

liouville hữu tỷ khác hằng số thì

dr1

dt
s1ptq

có dạng dz

dt
hoặc

dz

dt
az

, với

z P Cptq và a P Cz0.
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Bổ đề 2.3.5. [35, Lemma 3.3] Cho prptq, sptqq là một phép tham số

riêng hữu tỷ của F py, wq “ 0. Đặt hptq “

dr

dt
sptq

, xét hai trường hợp:

1. Nếu tồn tại zptq P Cptq sao cho hptq “
dz

dt
, đặt zptq “ x,

ta được rptq là một nghiệm liouville hữu tỷ của F py, y1q “ 0.

2. Nếu tồn tại zptq P Cptq sao cho hptq “

dz

dt
az

với 0 ‰ a P C,
đặt zptq “ exp ax, ta được rptq là một nghiệm liouville hữu tỷ của
F py, y1q “ 0.

Bổ đề 2.3.6. [35, Lemma 3.4] Cho F py, wq “ 0 là một đường cong
hữu tỷ trên C với pr1ptq, s1ptqq và pr2ptq, s2ptqq là hai phép tham số
riêng. Khi đó

t1 “
s1ptq

dr1ptq

dt

và t1 “
s2ptq

dr2ptq

dt

là tương đương nhau về khả năng có nghiệm liouville.

Định lí 2.3.7. [35, Theorem 3.1] Phương trình vi phân đại số cấp
một autonom F py, y1q “ 0 có một nghiệm liouville hữu tỷ khác hằng
số nếu và chỉ nếu F py, wq “ 0 là đường cong hữu tỷ và với mọi

tham số riêng prptq, sptqq, tồn tại zptq P Cptq sao cho

dr

dt
sptq

có dạng

dz

dt
hoặc

dz

dt
az

với phần tử khác không a P C. Trường hợp thứ nhất,
đặt zptq “ x, và trường hợp thứ hai, đặt zptq “ exp ax, với x1 “ 1,
khi đó rptq là một nghiệm liouville hữu tỷ của F py, y1q “ 0.

2.4 Thuật toán và các ví dụ
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Thuật toán RatLiouSol

Đầu vào: Đường cong đại số F py, wq “ 0 trên C.

Đầu ra: Nghiệm liouville hữu tỷ của F py, y1q “ 0 nếu có.

1. Nếu F py, wq “ 0 không phải là đường cong hữu tỷ, thì trả về
“F py, y1q “ 0 không có nghiệm liouville hữu tỷ”. Nếu khác,

2. Tìm một phép tham số riêng prptq, sptqq và đặt hptq “

dr

dt
sptq

.

3. Nếu hptq không thoả các trường hợp của Định lí 2.3.7, thì trả
về “F py, y1q “ 0 không có nghiệm liouville hữu tỷ”. Nếu khác,

4. Nếu hptq “
dz

dt
với zptq P Cptq, đặt zptq “ x. Ta xét:

(a) Nếu hptq “
1
a

P C, ta đặt zptq “
t

a
“ x. Khi đó

t “ gpxq “ ax, và y “ rpaxq là một nghiệm hữu tỷ. Từ đó
rpapx ` cqq là nghiệm hữu tỷ tổng quát.

(b) Nếu hptq “
1

apt ´ bq2 , ta đặt zptq “
´1

apt ´ bq
“ x. Khi

đó t “ gpxq “ b ´
1

ax
. Vậy y “ r

ˆ

b ´
1

ax

˙

là một nghiệm

hữu tỷ. Từ đó r

ˆ

b ´
1

apx ` cq

˙

là nghiệm hữu tỷ tổng quát.

(c) Nếu t “ gpxq và hai trường hợp paq và pbq không xảy
ra, thì F py, y1q “ 0 có nghiệm căn thức rpgpxqq. Trong trường
hợp này, rpgpx ` cqq là nghiệm căn thức tổng quát.

(d) Nếu không tồn tại nghiệm căn gpxq sao cho t “ gpxq,
thì rptq là nghiệm liouville hữu tỷ (không là nghiệm căn thức).

5. Nếu hptq “

dz

dt
az

với zptq P Cptq, ta đặt zptq “ exp ax. Giả sử
t “ gpxq, ta được rpgpxqq là nghiệm liouville hữu tỷ (siêu việt).
Khi đó, rpgpx ` cqq là nghiệm liouville hữu tỷ tổng quát.
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Chương 3

Nghiệm liouville của
phương trình vi phân
đại số cấp một
autonom giống không

3.1 Kết thức Sylvester

Cho Pptq “

ˆ

mptq

nptq
,

pptq

qptq

˙

, với mptq, nptq, pptq, qptq P Crts, và
xem xét các đa thức sau

GP
1 ps, tq “ mpsqnptq ´ npsqmptq, GP

2 ps, tq “ ppsqqptq ´ qpsqpptq

HP
1 pt, xq “ x.nptq ´ mptq, HP

2 pt, yq “ y.qptq ´ pptq.

Bổ đề 3.1.2. [50, Lemma 4.6] Cho C là đường cong xác định bởi
F px, yq, có Pptq là một phép tham số riêng. Tồn tại h P N sao cho:

restpH
P
1 pt, xq, HP

2 pt, yqq “ pF px, yqqh.
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3.2 Kết quả chính

Bổ đề 3.2.2. [36, Lemma 3.2] Cho F py, wq “ 0 là một đường cong
hữu tỷ. Giả sử η là một nghiệm liouville của F py, y1q “ 0 trên C thì
η cũng chính là một nghiệm liouville hữu tỷ trên C.

Định lí 3.2.3. [36, Theorem 3.3] Cho F py, wq “ 0 là một đường cong
hữu tỷ. Phương trình vi phân đại số autonom F py, y1q “ 0 có nghiệm
liouville trên C khi và chỉ khi với mọi tham số riêng prptq, sptqq của
F py, wq “ 0, tồn tại zptq P Cptq sao cho phương trình liên hợp hptq

có dạng dz

dt
hoặc

dz

dt
az

với phần tử khác không a P C. Trường hợp thứ
nhất, đặt zptq “ x, và trường hợp thứ hai, đặt zptq “ exppaxq, thế
thì rptq là một nghiệm liouville của F py, y1q “ 0.

Bổ đề 3.2.5. [36, Lemma 3.5] Giả sử F py, wq “ 0 có phép tham
số riêng prptq, sptqq sao cho hptq có dạng dz

dt
, với zptq P Cptq. Nếu

pr1ptq, s1ptqq là một phép tham số riêng khác, thì h1ptq có dạng dz1

dt
,

với z1ptq P Cptq.

Bổ đề 3.2.6. Cho F py, wq “ 0 là một đường cong hữu tỷ. Giả sử
Gpx, yq “ 0 là một nghiệm đại số của F py, y1q “ 0, vậy thì giống
của Gpx, yq “ 0 bằng không.

Định lí 3.2.8. [36, Theorem 3.8] Cho F py, wq “ 0 là một đường
cong hữu tỷ. Phương trình vi phân F py, y1q “ 0 có nghiệm đại số
Gpx, yq “ 0 nếu và chỉ nếu phương trình liên hợp hptq có dạng dz

dt
,

với zptq P Cptq. Nếu nghiệm này tồn tại, đa thức Gpx, yq sẽ được
xác định thông qua tham số hữu tỷ của chính nó.

Định lí 3.2.9. [36, Theorem 3.9] Cho F py, wq “ 0 là một đường cong
hữu tỷ. Nếu η là nghiệm liouville siêu việt trên C của F py, y1q “ 0.
Khi đó tồn tại 0 ‰ a P C và đa thức bất khả quy G sao cho
Gpexppaxq, ηq “ 0. Nói cách khác, η là nghiệm đại số trên Cpexppaxqq.
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3.3 Thuật toán và áp dụng

Thuật toán LiouSolAut

Đầu vào: Đường cong hữu tỷ F py, wq “ 0 trên C.

Đầu ra: Nghiệm liouville tổng quát của F py, y1q “ 0 nếu có.

1. Tìm phép tham số riêng prptq, sptqq của F py, wq “ 0, và xác

định phương trình liên hợp hptq “

dr

dt
sptq

.

2. Nếu hptq “
dz

dt
với zptq P Cptq, đặt zptq “ x và P ptq “

pzptq, rptqq. Đặt Gpx, yq là phần dưới luỹ thừa của

restpH
P
1 pt, xq, HP

2 pt, yqq

trong Bổ đề 3.1.2, thì Gpx, yq “ 0 là một nghiệm đại số. Do đó,
Gpx ` c, yq “ 0 là nghiệm đại số tổng quát của F py, y1q “ 0.

3. Nếu hptq “

dz

dt
az

với zptq P Cptq, đặt zptq “ exppaxq “ u. Đặt
P ptq “ pzptq, rptqq, tiến hành tương tự trường hợp (2.), ta
thu được Gpu, yq “ 0 là một nghiệm liouville siêu việt. Vậy
Gpexppapx ` cqq, yq “ 0 là nghiệm liouville tổng quát.

4. Nếu khác, thuật toán dừng, và F py, y1q “ 0 không có nghiệm
liouville.

Áp dụng, với P pyq P Crys có bậc 3, ta xét phương trình

y12 “ P pyq. (3.1)

Mệnh đề 3.3.8. [36, Proposition 4.7 and Remark 4.8] Phương trình
vi phân (3.1) có nghiệm liouville trên C nếu và chỉ nếu P pyq “ 0 có
nghiệm kép.
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Chương 4

Nghiệm liouville của
phương trình vi phân
đại số cấp một

Chương này xét một phương trình vi phân đại số cấp một

F pY, Y 1q “ 0, (4.1)

với F là đa thức bất khả quy thuộc Cpzqry, ws.

4.1 Nghiệm liouville của phương trình vi
phân đại số cấp một giống không

4.1.1 Phương trình vi phân liên kết

Tìm nghiệm của một phương trình vi phân (4.1) qua một
phép tham số riêng Pptq “ puptq, vptqq trong trường hợp có giống
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bằng không đưa đến việc giải phương trình

t1pzq “

vptq ´
Buptq

Bz
Buptq

Bt

. (4.3)

Định nghĩa 4.1.1. Phương trình (4.3) được gọi là phương trình vi
phân liên kết của phương trình vi phân đại số (4.1) tương ứng với
một phép tham số riêng Pptq “ puptq, vptqq.

Bổ đề 4.1.2. [37, Lemma 3.3] Cho P ptq và P̃ptq là hai phép tham số
riêng của F , tồn tại phép đổi biến s “

αt ` β

γt ` δ
, với α, β, γ, δ P Cpzq,

αδ ´ βγ ‰ 0, giữa hai phương trình vi phân liên kết của F ứng với
Pptq và P̃ptq.

4.1.2 Kết quả chính và thuật toán

Định lý 4.1.3. [37, Theorem 3.4] Phương trình vi phân đại số cấp
một giống không (4.1) có nghiệm liouville tổng quát nếu và chỉ nếu
phương trình vi phân liên kết (4.3) ứng với một phép tham số riêng
Ppsq cũng vậy.

Theo [57, Theorem 4.3], tồn tại phép tham số riêng tối ưu
Pptq sao cho phương trình (4.3) có dạng

t1 “
dt

dz
“ fpz, tq P Cpz, tq. (4.7)

Vậy không mất tính tổng quát, khi xét phương trình (4.3)
chúng ta luôn có thể xét nó ở dạng phương trình (4.7).
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Thuật toán LiouSol

Đầu vào: Phương trình F pY, Y 1q “ 0 (4.1) giống không.

Đầu ra: Nghiệm liouville của (4.1) nếu có.

1. Tìm phép tham số riêng tối ưu của đường cong F py, wq “ 0

Pptq “ puptq, vptqq P pCpz, tqq2.

2. Tính phương trình vi phân (4.7) tương ứng với Pptq.

3. Nếu phương trình (4.7) có nghiệm liouville tổng quát tpzq,
thì trả về “Y pzq “ uptpzqq là nghiệm liouville tổng quát của
phương trình vi phân (4.1)”.

4. Nếu khác, trả về “(4.1) không có nghiệm liouville tổng quát”.

4.1.3 Khảo sát phương trình (4.7) và ví dụ

Mệnh đề 4.1.5. [37, Proposition 3.6] Nếu phương trình vi phân
(4.7) có dạng

t1 “ bpzqt ` cpzq, (4.8)

với bpzq, cpzq P Cpzq, thì nó luôn có nghiệm liouville.

Mệnh đề 4.1.7. [37, Proposition 3.8] Giả sử rằng phương trình vi
phân (4.7) có dạng một phương trình Riccati

t1 “ apzqt2 ` bpzqt ` cpzq, (4.9)

với apzq, bpzq, cpzq P Cpzq và apzq ‰ 0. Thế thì ta có thể xác định
rằng phương trình này có nghiệm liouville hay không.

Mệnh đề 4.1.8. [37, Proposition 3.9] Nếu phương trình vi phân
(4.7) là autonom, thì ta có thể xác định liệu nó có nghiệm liouville
hay không.
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4.2 Phép biến đổi luỹ thừa và áp dụng

4.2.1 Phép biến đổi luỹ thừa

Định nghĩa 4.2.1. [37, Definition 4.1] Một phép biến đổi luỹ thừa
là một phép biến đổi có dạng

u “ Y n, u1 “ nY n´1Y 1, 2 ď n P N. (4.19)

Cho k0 là bậc thấp nhất của thành phần thuần nhất khác
không của đa thức bất khả quy G, thế (4.19) vào G ta có

Gpu, u1q “ Y pn´1qk0

d
ÿ

k“k0

ÿ

i`j“k

cijnjY pn´1qpk´k0qY iY 1j

“ Y pn´1qk0F pY, Y 1q.

(4.22)

Bổ đề 4.2.2. [37, Lemma 4.2] Cho Gpu, u1q và F pY, Y 1q là hai đa
thức trên Cpzq. Nếu có một phép biến đổi luỹ thừa (4.19) sao cho
biểu thức (4.22) được thoả, thế thì các điều sau đúng.

1. Với mỗi k ě k0, đa thức

Fnk
pY, Y 1q “

ÿ

i`j“k

cijnjY pn´1qpk´k0qY iY 1j

là thuần nhất bậc nk “ npk ´ k0q ` k0, và nk0 “ k0 là bậc
thấp nhất giữa các thành phần thuần nhất khác không của F .

2. Cho nk1 và nk2 là bậc của hai thành phần thuần nhất khác
nhau của F . Thì n là một nhân tử chung của pnk1 ´ nk0 q và
pnk2 ´ nk0 q.

3. Nếu F là đa thức bất khả quy thì G cũng vậy. Trong trường
hợp này, nếu F có giống không thì G cũng có giống không.
Hơn nữa, điều ngược lại của hai tính chất này không đúng.
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4.2.2 Dạng rút gọn bởi phép biến đổi luỹ thừa

Định nghĩa 4.2.3. [37, Definition 4.3] Cho F pY, Y 1q là một đa
thức bất khả quy. Cho HDF là tập hợp tất cả các bậc của các thành
phần thuần nhất khác không của F , và chọn nk0 “ k0 (xem (1.), Bổ
đề 4.2.2) là thành phần bé nhất của HDF . Ta định nghĩa tập hợp

DF “
␣

n ě 2 | n là ước chung của tất cả pm ´ k0q với m P HDF

(

.

(4.19)
Giả sử DF ‰ H và lấy n P DF . Ta nói rằng phần tử n cảm sinh
một phép biến đổi luỹ thừa (4.19) nếu tồn tại một đa thức bất khả
quy Gpu, u1q sao cho biểu thức (4.22) được thoả. Khi đó, chúng ta
nói F được biến đổi từ G bởi phép biến đổi (4.19) tương ứng với n.
Chúng ta định nghĩa tập hợp

PF “ tn P DF | n cảm sinh một phép biến đổi luỹ thừa (4.19)u.

(4.20)
Rõ ràng, PF Ď DF . Nếu DF “ H, thì PF cũng là tập rỗng.

Bổ đề 4.2.4. [37, Lemma 4.4] Nếu F pY, Y 1q là một đa thức bất
khả quy thuần nhất thì DF là tập vô hạn. Hơn nữa, DF đồng nhất
với PF .

Bổ đề 4.2.5. [37, Lemma 4.5] Cho F pY, Y 1q là một đa thức bất
khả quy không thuần nhất, thì DF là tập hợp hữu hạn hoặc chỉ là
tập rỗng. Hơn nữa, DF và PF là hai tập hợp khác nhau.

Định nghĩa 4.2.6. [37, Definition 4.6] Một đa thức bất khả quy
không thuần nhất F pY, Y 1q được gọi là dạng rút gọn nếu PF “ H.
Ngoài ra, F được gọi là dạng không rút gọn.

Định lí 4.2.8. [37, Theorem 4.8] Cho F là một dạng không rút gọn.
Lấy n là phần tử lớn nhất của PF và G là một đa thức bất khả quy
sao cho F được biến đổi từ G ứng với phép biến đổi luỹ thừa cảm
sinh bởi n. Thế thì G là một dạng rút gọn.
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Thuật toán RedPol

Đầu vào: Đa thức bất khả quy không thuần nhất F pY, Y 1q.

Đầu ra: Dạng rút gọn và phép biến đổi (4.19) nếu có.

1. Viết F thành tổng các thành phần thuần nhất để tìm HDF .

2. Xác định k0 và DF .

3. Xác định PF .

4. Nếu PF “ H, thì trả về “F pY, Y 1q là dạng rút gọn và không
tồn tại phép biến đổi luỹ thừa (4.19)”.

5. Nếu khác, cho n “ maxPF (phần tử lớn nhất của PF ), trả về
“Dạng rút gọn Gpu, u1q và phép biến đổi (4.19) ứng với n”.

Cho F pY, Y 1q là đa thức xác định phương trình vi phân (4.1)
thế thì dạng rút gọn Gpu, u1q (tìm được bởi Thuật toán RedPol)
được xem là đa thức xác định của phương trình vi phân

Gpu, u1q “ 0. (4.25)

Định lí 4.2.11. [37, Theorem 4.11] Giả sử F pY, Y 1q “ 0 (4.1) được
biến đổi từ dạng rút gọn Gpu, u1q “ 0 (4.25) bằng một phép biến
đổi luỹ thừa (4.19) (ứng với n ě 2). Thế thì (4.1) có một nghiệm
liouville nếu và chỉ nếu (4.25) cũng vậy. Hơn nữa, nếu η là một
nghiệm liouville của (4.1), tồn tại nghiệm liouville ξ của (4.25) thỏa

Y n ´ η “ 0. (4.26)

4.2.3 Áp dụng

Phương pháp trên được áp dụng để giải phương trình vi phân
có giống dương nhưng dạng rút gọn có giống bằng không như [18,
Example 6] hoặc [21, I¨482, 485, 487, 504, 509, 541, 542, 543, 544].
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4.3 Phép biến đổi Möbius

Một phép biến đổi Möbius là phép biến đổi có dạng

u “
αY ` β

γY ` δ
, u1 “

ˆ

αY ` β

γY ` δ

˙1

, (4.34)

với α, β, γ, δ P Cpzq, αδ ´ βγ ‰ 0.

Định lí 4.3.3. [38, Theorem 3.1] Giả sử phương trình vi phân F

tương đương với G. Thế thì F có một nghiệm liouville nếu và chỉ
nếu G cũng vậy. Trong trường hợp có nghiệm, sự tương ứng nghiệm
giữa hai phương trình vi phân này là một-một.

4.4 Phương trình vi phân đại số cấp một
với hệ số liouville

Xét phương trình vi phân sau

F̃ py, y1q “ 0, (4.40)

với y là hàm số của x và F̃ P Ery, ws, tức là một phương trình vi
với hệ số trên trường mở rộng liouville của E của Cpxq. Giả sử rằng
có một phép đổi biến

z “ φpxq, (4.41)
sao cho phương trình vi phân (4.40) được biến đổi thành một phương
trình vi phân đại số (4.1) trên Cpzq, tức là

F̃ py, y1q “ F pY, Y 1q “ 0,

với F P Cpzqry, ws. Nếu Y pzq là một nghiệm liouville của (4.1), thì

ypxq “ Y ˝ φpxq

là một nghiệm liouville của (4.40).

Nếu ta xét hệ số siêu việt, có thể tham khảo [4, Chapter V].
Trường hợp xét hệ số căn thức, có thể tham khảo [5].
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Kết luận và vấn đề tiếp tục quan tâm

Chúng tôi đã xem xét lớp phương trình vi phân đại số cấp
một và nghiên cứu về nghiệm liouville của chúng. Một số phương
pháp đã được dùng để tìm câu trả lời vấn đề này. Trong luận án
này, chúng tôi đã đạt được các kết quả sau.

1. Chúng tôi đưa ra Định nghĩa 2.2.3 về dạng của một nghiệm
liouville hữu tỷ. Trong Mục 2.4, chúng tôi trình bày Thuật
toán RatLiouSol để tìm nghiệm liouville hữu tỷ của phương
trình vi phân đại số cấp một autonom.

2. Bằng Bổ đề 3.2.2, chúng tôi chỉ ra được một nghiệm liouville
(bao gồm cả nghiệm đại số và hữu tỷ) của phương trình vi
phân đại số cấp một giống không autonom cũng chính là một
nghiệm liouville hữu tỷ. Trong Mục 3.3, chúng tôi trình bày
Thuật toán LiouSolAut để tìm và phân loại nghiệm liouville
theo hai trường hợp nghiệm đại số và nghiệm siêu việt.

3. Trong Mục 4.1.2, chúng tôi trình bày Thuật toán LiouSol để
tìm nghiệm liouville của phương trình vi phân đại số cấp một
giống không (gồm cả trường hợp autonom và không autonom).

4. Chúng tôi đưa ra Định nghĩa 4.2.1 của phép biến đổi luỹ thừa
và trình bày Thuật toán RedPol trong Mục 4.2.2 để tìm dạng
rút gọn của một phương trình vi phân đại số cấp một. Từ
đó đưa ra một phương pháp tìm nghiệm liouville của phương
trình vi phân đại số có giống lớn hơn không nhưng dạng rút
gọn của chúng thì có giống bằng không trong Mục 4.2.3.

5. Chúng tôi đưa vấn đề tìm nghiệm của phương trình vi phân
đại số cấp một với hệ số thuộc vào một mở rộng liouville về
việc giải một phương trình vi phân đại số dạng (4.1) bằng
phép đổi biến trong Mục 4.4.
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Sơ lược về các vấn đề chúng tôi tiếp tục quan tâm.

1. Nghiên cứu sự liên quan về giống lớn hơn không của
phương trình vi phân đại số cấp một khi thế một phép
biến đổi luỹ thừa (4.19) vào một phương trình vi phân
giống không. Trong Mục 4.2, chúng tôi đã xem xét nhưng
chưa đưa ra được một công thức rõ ràng về sự thay đổi của
giống. Để tiếp tục nghiên cứu theo hướng này, chúng tôi sẽ
tham khảo thêm các tài liệu liên quan [8, 24,27,31].

2. Tiếp tục quan tâm đến việc tìm nghiệm liouville của
phương trình vi phân (4.7). Vấn đề này đã được xem xét
ở Mục 4.1.3, để tiếp tục nghiên cứu, chúng tôi sẽ tham khảo
thêm các tài liệu liên quan [4, 9, 53–55].

Danh mục công trình của tác giả

1. Nguyen T. D., Ngo L. X. C. (2021), “Rational liouvillian solu-
tions of algebraic ordinary differential equations of order one”,
Acta Mathematica Vietnamica, 46 (4), pp. 689–700.

2. Nguyen T. D., Ngo L. X. C. (2023), “Liouvillian solutions of
algebraic ordinary differential equations of order one of genus
zero”, Journal of Systems Science and Complexity, 36(2), pp.
884–893.

3. Nguyen T. D., Ngo L. X. C., “Liouvillian solutions of first-
order algebraic ordinary differential equations”, submitted.

4. Nguyen T. D. (2024), “Finding liouvillian solutions of first-
order algebraic ordinary differential equations by change of
variables”, Quy Nhon University Journal of Science, 18(3),
pp. 83–89.

24



Tài liệu tham khảo

[1] Aroca J. M., Cano J., Feng R., Gao X. S. (2005), “Algebraic
General Solutions of Algebraic Ordinary Differential Equa-
tions”, Proceedings of the 2005 International Symposium on
Symbolic and Algebraic Computation, pp. 29–36.

[2] Behloul D., Cheng S. S. (2011), “Computation of rational so-
lutions for a first-order nonlinear differential equation”, Elec-
tronic Journal of Differential Equations, 121, pp. 1–16.

[3] Behloul D., Cheng S. S. (2020), “Computation of exact solu-
tions of abel type differential equations”, Applied Mathematics
E-Notes, pp. 1–7.

[4] Bronstein M. (2004), Symbolic Integration I: Transcendental
Functions, Algorithms and Computation in Mathematics, 2nd
edition, Springer.

[5] Caravantes J., Sendra J. R., Sevilla D., Villarino C. (2021),
“Transforming ODEs and PDEs from radical coefficients to
rational coefficients”, Mediterranean Journal of Mathematics,
18(96).

[6] Chalkley R. (1994), “Lazarus fuchs’ transformation for solving
rational first-order differential equations”, Journal of Mathe-
matical Analysis and Applications, 187, 961–985.



[7] Chen G., Ma Y. (2005), “Algorithmic reduction and ratio-
nal general solutions of first order algebraic differential equa-
tions”, In Wang D., Zheng Z.(eds) Differential Equations with
Symbolic Computation. Trends in Mathematics, pp. 201–212,
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